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1. Considere um foguete de massa total inicial mg, lancado verticalmente. Seu motor fornece uma forga de impulso
estatica T = —veth, onde —ri = p > 0 é suposto constante e v, ¢ (0 modulo da) velocidade de emissao dos
propelentes com respeito ao foguete.

a) Vimos que, se ¢ = 0, a velocidade do foguete evolui segundo a eq. de Tsiolkovsky. Usando um raciocinio
anédlogo mostre que, no caso g # 0, a evolugao da velocidade e da posigao vertical do foguete podem ser escritos
respectivamente como
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onde y(t) = pt/myp € a fracdo da massa inicial perdida até o instante de interesse, e a = miog é a razao entre a
forga de impulso estético do foguete e seu peso no momento do lancamento.

b) O foguete Saturno 5, usado para lancar as naves Apolo para a Lua, tinha as seguintes especificagoes (fonte:
Wikipédia): massa total no solo: 2800T. Massa do 1o estagio: 2300T, dos quais 131T de ‘casco’ e o restante de
combustivel; v, = 2600m/s; T = 34 x 10°N.

Estime a velocidade e altura alcangadas ao final da queima do combustivel do lo estagio. O quanto as suas
estimativas mudariam se nao levassem em conta o fato de que g # 07

Compare seus resultados com os dados reais, disponiveis em
http://en.wikipedia.org/wiki/Saturn_V#S-IC_first_stage

Obs: note que nossa anélise ainda nao leva em conta varios detalhes importantes, incluindo o atrito e a pressao
do ar, e especialmente o fato de que o foguete real era langado numa trajetoria inclinada em relagao a vertical.

2. Uma “transformagao de calibre” dos potenciais escalar (¢) e vetor (A) do eletromagnetismo é definida por
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onde A(r,t) é uma funcdo diferenciavel arbitraria.

a) O que ocorre com os campos elétrico E = —V¢ — %%—‘? e magnético B =V x A sob essa transformagao?

b) De que maneira a Lagrangeana de uma particula se movendo sobre a acgdo destes potenciais é afetada por
essa transformagao? As equacbes de movimento sdo ou nao alteradas?

3. Para um oscilador harmoénico de massa m e freqiiéncia angular w, seja z¢(t) uma solugao da eq. de movimento
entre tg = 0 e t1, e z(t) = z;(t) + n(t), com n(0) = n(t;) = 0, uma outra trajetéria proxima com mesmo ponto
inicial e final. Vamos verificar explicitamente que a a¢do é extremalizada pela trajetoria fisica ¢ (t), como prevé
o principio de Hamilton.

a) Mostre que S[z] = S[xs] — 2 fotl (i} + w?n?) dt.

b) Expandindo 7 na série de Fourier n(t) = Y~ C,, sen(nnt/t;) (por que isso é possivel?), mostre que Sfz] =

Slay]+ 23> C2 ("igz - w2> e conclua que agdo é minima para a trajetoria fisica se t; <T/2 =7/w .

4. O sistema representado na figura é tal que a massa msy se move sem atrito sobre a mesa horizontal e a massa
my s6 pode movimentar-se verticalmente. O fio que une as massas é inextensivel. Usando o método dos
multiplicadores de Lagrange:

a) Escreva o(s) vinculo(s) e as equagbes de movimento do sistema,

b) Identifique o significado fisico do(s) multiplicador(es) de Lagrange, e mostre que a tensdo no fio é dada por
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onde py é o valor constante de mor36.

¢) Cheque seu resultado verificando a aceleragdo de queda da massa m; no caso particular em que pg = 0.



. Estude o exemplo 2.4.2 do livro, sobre um ‘patinete’ (uma vara rigida horizontal) deslizando sobre o plano. Em
seguida, considere novamente a situagao do exemplo 1.2.6 (disco vertical rolando sem deslizar sobre o plano).

a) Escreva a Lagrangeana deste ultimo sistema (aten¢ao com os momentos de inércial)

b) Este sistema possui vinculos ndo-holéonomos, mas lineares nas velocidades generalizadas (eq. 1.2.10). Use a
técnica de multiplicadores de Lagrange para escrever as suas equagoes de movimento.

¢) Resolva essas equagoes e descreva em palavras como é o movimento resultante.

Dicas: 1) ¢(t) tem uma expressao muito simples! 2) Tente reduzir o problema ao do “patinete”.

. Uma particula move-se no potencial gravitacional produzido pelas seguintes distribui¢coes de massa homogéneas:
(i) esfera de raio R; (ii) paralelepipedo infinitamente longo com se¢ao transversal quadrada; (iii) haste de
comprimento /; (iv) disco de raio R; (v) cilindro infinitamente longo com segao transversal circular; (vi) plano
infinito; (vii) plano semi-infinito; (viii) fio enrolado na forma de uma hélice infinita de raio R e passo p. Explique
quais sdo as componentes de P e L (ou combinagoes delas) que se conservam em cada caso, justificando passo-
a-passo a conexao dessa conservacao com as simetrias dos objetos.

. Uma particula de massa m e carga elétrica e move-se num campo magnético uniforme B = Bk, cujo potencial
vetor é A(r) = B x r (o potencial escalar ¢ nulo). (i) Mostre que as equagdes de Lagrange para a particula
equivalem a v = —w X v e determine o vetor velocidade angular w em termos de B. (ii) Exprima a Lagrangeana
em coordenadas cilindricas (p, ¢, z) e mostre que, embora ¢ seja coordenada ciclica, a componente L, = mp2gz5

do momento angular nao é conservada. Explique.

. Considere um sistema fisico 1-dimensional descrito por uma eq. de movimento m& = F(z,t). Vamos estudar
como sua Lagrangeana deve ser modificada para se acrescentar ao sistema o efeito de uma forca de atrito
quadratica F,;, = —~vi2, onde 7 é constante.

a) Mostre que, se m = constante, a nova L deve satisfazer A(z) = L;; = cte.exp [2%]

b) Substituindo na soluc¢do geral que vimos em sala, obtenha L para os casos em que i) F =0 ouii) F = —kz
. Considere uma particula de massa m = 1 movendo-se o longo de uma linha reta, submetida apenas a uma forga
de atrito F,; = —y4? como no item 8b(i) acima.

(a) Mostre que a conservagao da integral de Jacobi h pode nesse caso ser expressa na forma e’ = C; , onde
C1 é uma constante.

(b) Prove que a acdo ¢ invariante sob a transformacio 2’ = z + a , t' = €t para um certo valor especifico de
B (determine-o). Interprete geometricamente o significado desta transformacao.

(¢) Considerando a versdo infinitesimal da transformacdo do item anterior, use o teorema de Noether para
demonstrar que (yti — 1)ie??* = Cy = constante .

(d) Combinando as duas constantes de movimento para eliminar &, prove que

z(t)y=A+ 1 In(B + ~t)
Y

e verifique diretamente que esta é de fato a solugao da eq. de movimento da particula.



